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Limit Fungsi 


A. KOMPETENSI DASAR DAN PENGALAMAN BELAJAR 


Kompetensi Dasar 


Setelah mengikuti pembelajaran limit fungsi, siswa 
mampu: 


1 


Istilah Penting 


menghayati pola hidup disiplin, kritis, ber- 
tanggungjawab, konsisten dan jujur serta 
menerapkannya dalam kehidupan sehari-hari, 
menghayati kesadaran hak dan kewajiban 
serta toleransi terhadap berbagai perbedaan di 
dalam masyarakat majemuk sebagai gambaran 
menerapkan nilai-nilai matematis, 
memahami konsep limit fungsi aljabar 
dengan menggunakan konteks nyata dan 
menerapkannya, 

merumuskan aturan dan sifat limit fungsi aljabar 
melalui pengamatan contoh-contoh, 

memilih strategi yang efektif dan menyajikan 
model matematika dalam memecahkan masalah 
nyata tentang limit fungsi aljabar. 


Limit fungsi 


Bentuk tentu dan tak tentu 
Perkalian sekawan 


Pendekatan (kiri dan kanan) 


Pengalaman Belajar 


Melalui pembelajaran materi limit fungsi, siswa 

memperoleh pengalaman belajar: 

e mampu berpikir kreatif, 

e mampu berpikir kritis dalam mengamati 
permasalahan, 

e mengajak untuk melakukan penelitian dasar 
dalam membangun konsep, 

e mengajak kerjasama tim dalam menemukan 
solusi permasalahan: 

e mengajak siswa untuk menerapkan mate- 
matika dalam kehidupan sehari-hari, 

e siswa mampu memodelkan permasalahan. 


:$ PETA KONSEP 


gonooooJar Materi Prasayarat 


Fungsi 
Aljabar 


Masalah Otentik 


Daerah Asal 


Daerah Hasil 
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#3 MATERI PEMBELAJARAN 


Dalam kehidupan sehari-hari, berbagai permasalahan yang kita hadapi dapat 
melahirkan berbagai konsep matematika. Berdasarkan konsep umum matematika 
yang diperoleh dari permasalahan tersebut, kita mampu menyelesaikan kembali 
permasalahan yang serupa. Sebagai contoh, kita melakukan pengamatan terhadap 
respon tubuh yang sedang alergi terhadap suatu zat dengan tingkat dosis obat antibiotik. 
Dari data yang kita peroleh, kita dapat memodelkan batas dosis pemakaian antibiotik 
tersebut. Dengan demikian, masalah alergi yang serupa dapat diatasi bila kembali 
terjadi. Percobaan yang kita lakukan adalah sebuah konsep pendekatan terhadap 
solusi permasalahan tersebut. Jadi, konsep dapat kita peroleh dengan mengamati, 
menganalisa data dan menarik kesimpulan. Perhatikan dan amatilah contoh ilustrasi 
berikut. 


Ilustrasi 


Seorang Satpam berdiri mengawasi mobil 
yang masuk pada sebuah jalan tol. Ia berdiri sambil 
memandang mobil yang melintas masuk jalan 
tersebut. Kemudian dia memandang terus mobil 
sampai melintas di kejauhan jalan tol. Dia melihat 
objek seakan akan semakin mengecil seiring dengan 
| bertambah jauhnya mobil melintas. Akhirnya dia 
sama sekali tidak dapat melihat objek tersebut. 


Gambar 10.1 Jalan Tol 


#6 Coba kamu lihat Gambar: 10.1. Kita melihat bahwa bukan hanya ukuran mobil 
di kejauhan yang seakan-akan semakin kecil, tetapi lebar jalan raya tersebut juga 
seakan-akan semakin sempit. Kemudian coba kamu analisis kembali gambar 
tersebut, secara visual, apakah perbandingan ukuran lebar jalan dengan ukuran 
mobil tersebut tetap? Berikan komentarmu! 


Jika kita analisis lebih lanjut, untuk pendekatan berapa meterkah jauhnya mobil 
melintas agar penjaga pintu masuk jalan tol sudah tidak dapat melihatnya lagi? 
Berdiskusilah dengan teman-temanmu! 

1. Menemukan Konsep Limit Fungsi 


Kita akan mencoba mencari pengertian atau konsep pendekatan suatu titik ke 
titik yang lain dengan mengamati dan memecahkan masalah. 
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EA Masalah. 
2 Masalah-10.1 


Perhatikan masalah berikut. 
Seekor lebah diamati sedang hinggap di tanah pada 
sebuah lapangan. Pada suatu saat, lebah tersebut diamati 
terbang membentuk sebuah lintasan parabola. Setelah 
terbang selama 1 menit, lebah tersebut telah mencapai 


ketinggian maksimum sehingga ia terbang datar setinggi 
1 5 meter selama 1 menit. 
"T53178 Pada menit berikutnya, lebah tersebut terbang menukik 


Gambar10.2 Lebah | jus ke tanah sampai mendarat kembali pada akhir menit 


ketiga. 


# Coba kamu modelkan fungsi lintasan lebah tersebut! 


Petunjuk: 

— Model umum kurva parabola adalah A4) -af tbt -#c, dengan a, b, c bilangan 
real. 

— Model umum kurva linear adalah f(t) —- mt Hn dengan m, n bilangan real. 


#6  Amatilah model yang kamu peroleh. Tunjukkanlah pola lintasan terbang lebah 
tersebut? 


Petunjuk: 
Pilihlah strategi numerik untuk menunjukkan pendekatan, kemudian bandingkan 
kembali jawaban kamu dengan strategi yang lain. 


#6 Cobalah kamu tunjukkan grafik lintasan terbang lebah tersebut. 


Alternatif Penyelesaian 
Perhatikan gambar dari ilustrasi Masalah 10.2 


060,0) 1 2 3 


Gambar 10.3 Ilustrasi gerakan lebah 


Jadi, model fungsi lintasan lebah tersebut berdasarkan gambar di atas adalah: 
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at 4bttc jika 0OS1X1 
/W- 5 jika 1s1s2 
mt4n jika 25153 


dengan a, b, c, m, n bilangan real. 
Dari ilustrasi, diperoleh data sebagai berikut. 


Misalkan posisi awal lebah pada saat hinggap di tanah adalah posisi pada waktu 
(— 0 dengan ketinggian 0, disebut titik awal O(0,0), 

Kemudian lebah terbang mencapai ketinggian maksimum 5 meter pada waktu 
t— 1 sampai t— 2, di titik A(1,5) dan B(2,5). 

Pada akhir waktu f — 2, lebah kembali terbang menukik sampai hinggap kembali 
di tanah dengan ketinggian 0, di titik C(3,0). 


Berdasarkan data tersebut, kita akan menentukan fungsi lintasan lebah, dengan 
langkah-langkah berikut. 


1. 
2 


Substitusi titik O(0,0) ke fungsi kuadrat M1?) af # bt 4 c diperoleh c— 0. 
Substitusi titik A(1,5) ke fungsi kuadrat f?- af bt tc diperolehatbtc-5, 
karena c— 0, makaatb-—5. 


: | 5 —b 
. Karena fungsi kuadrat mencapai maksimum pada saat f— 1 maka aa — 1 atau 


b-—2a. @ 


4. Dengan mensubstitusi b —- —2a kea th — 5 maka diperoleh a-—5 dan bh — 10. 


9. 
10. 


. Jadi, fungsi kuadrat tersebut adalah f4) - —5£ # 10. 
. Lebah tersebut terbang konstan pada ketinggian 5 maka fungsi lintasan tersebut 


adalah f1) — 5. 


. Substitusi titik B(2,5) ke fungsi linear f4) —- mt #n, diperoleh 5 - 2m #n. 


Substitusi titik C(3,0) ke fungsi linear (4) —- mt 4 n, diperoleh 0 — 3m # n atau 
n—3m. 

Dengan mensubstitusi ke hn - —3m maka diperoleh m-—5 dann—- 15. 

Fungsi linear yang dimaksud adalah f4) —- —5t #15. 


Dengan demikian, model fungsi lintasan lebah tersebut adalah: 


—5t?410t jika OSrS1 
fO- 5 NIKa. IS PSO mnebaeakaassin (2) 
—5t415 jika 245143 


Selanjutnya limit fungsi pada saat t — 1 dan t— 2 dapat dicermati pada tabel berikut. 
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Tabel 10.1 Nilai pendekatan y - ft) pada saat t mendekati 1 


tor joe jos os9 josoo|a |ro01|t01|11 1213 | 
19 | 4,55 


Tabel 10.2 Nilai pendekatan y - ft) pada saat t mendekati 2 


To 


Dari pengamatan pada tabel, dapat kita lihat bahwa y akan mendekati 5 pada saat 
t mendekati 1 dan y akan mendekati 5 pada saat f mendekati 2. 

Perhatikan strategi lainnya. Mari perhatikan nilai fungsi pada mendekati 1 dari kiri 
dan kanan, sebagai berikut: 

I. Untuk f mendekati 1 


lim— 51415 -—5 (makna # — 1- adalah nilai f yang didekati dari kiri) 
t—al 

lim5 -— 5 (makna # — 1" adalah nilai f yang didekati dari kanan) 
tb 


Ternyata saat f mendekati 1 dari kiri , nilai fungsi y - 4) -—5£ # 10t mendekati 
5. Demikian saat t mendekati 1 dari kanan, nilai fungsi ft) — 5 mendekati 5. Kita 
menulisnya lim- 51 410t-5- lim$. Dengan demikian fungsi lintasan lebah 
mempunyai limit sebesar 5 pada saat f mendekati 1. 


II. Untuk t mendekati 2 


lim 5 —5 (makna t — 2- adalah nilai f yang didekati dari kiri) 
t»2 

lim—5t4#15-5 (makna t — 2" adalah nilai t yang didekati dari kanan) 
152» 


Ternyata saat f mendekati 2 dari kiri, nilai fungsi ft) - 5 mendekati 5. Demikian 

juga saat f mendekati 2 dari kanan, nilai fungsi y — f4) — —5t - 15 mendekati 

5. Hal ini dapat dinyatakan lim5 — lim—5t? #10t -5. Dengan demikian fungsi 
(52 152 


lintasan lebah mempunyai limit sebesar 5 pada saat f mendekati 2. 
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Masalah-10.2 


Tiga anak (sebut nama mereka: Ani, Budi dan Candra) sedang bermain tebak 
angka. Ani memberikan pertanyaan dan kedua temannya akan berlomba 
memberikan jawaban yang terbaik. Perhatikanlah percakapan mereka berikut. 


Ani : Sebutkanlah bilangan real yang paling dekat ke 3? 


Budi 


Candra : 
12 
2) 
123 
3 
212199 
2 SW 
: 2,999 
: 3,001 
: 2,9999 
: 3,0001 


Budi 
Candra 
Budi 
Candra 
Budi 
Candra 
Budi 
Candra 
Budi 
Candra 


12 


4 


Budi 29999 - 
Ig 
2.999 


2.99 — 
1) 


i 
—301 


3001 


Jawaban Candra 


Gambar 10.4 Ilustrasi limit sebagai 


pendekatan nilai 


Alternatif Penyelesaian 


Kedua teman Ani berlomba memberikan jawaban bilangan terdekat ke 3, seperti 
pada Gambar 10.4. Pada awalnya Budi dan Candra mengambil bilangan yang terdekat 
ke 3 dari kiri dan kanan sehingga mereka menjawab 2 dan 4. Ternyata masih ada 
bilangan real lain yang terdekat ke 3, sehingga Budi harus memberi bilangan yang 
lebih dekat lagi ke 3 dari kiri, maka Budi menyebut 2,5. Hal ini membuat Candra 
ikut bersaing untuk mencari bilangan lain, sehingga ia menjawab 3,5. Demikianlah 
mereka terus-menerus memberikan jawaban sebanyak mungkin sampai akhirnya 
mereka menyerah untuk mendapatkan bilangan-bilangan terdekat ke-3. 


Berdasarkan pemahaman kasus ini, ternyata ketidakmampuan teman-teman 
Ani untuk menyebutkan semua bilangan tersebut telah membuktikan bahwa begitu 
banyak bilangan real di antara bilangan real lainnya. Jika dimisalkan x sebagai 
variabel yang dapat menggantikan jawaban-jawaban Budi dan Candra maka x akan 
disebut bilangan yang mendekati 3 (secara matematika, dituliskan x — 3). 
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III 


Gambar 10.5 Jembatan layang 


Kata limit dapat dipandang sebagai nilai batas. Perhatikan ilustrasi berikut. 
Sebuah jembatan layang dibangun pada sebuah kota untuk mengatasi masalah 
kemacetan jalan raya. Setelah pondasi yang kokoh dibangun (Gambar 10.5 A), 
beberapa badan jembatan yang telah dibentuk dengan ukuran tertentu diangkat 
dan disambungkan satu sama lain pada setiap pondasi yang telah tersedia 
(Gambar 10.5 B) sehingga terbentuk sebuah jembatan layang yang panjang 
(Gambar 10.5 C). Tentu saja kedua blok badan jembatan yang terhubung 
mempunyai garis pemisah (Gambar 10.5 B). 


Jika setiap pondasi merupakan titik-titik pada himpunan X dan badan jembatan 
merupakan kurva yang dipenuhi oleh fungsi y — fx) maka hubungan antara pondasi 
dan badan jembatan merupakan sebuah pemetaan atau fungsi. 

Ingat kembali pengertian sebuah fungsi x y 
pada bab sebelumnya. Misalkan X dan Y 
ada-lah himpunan yang tidak kosong, x e X, 


y e Y, sebuah fungsi f/ memetakan setiap F3 
a—————y-fx) 


anggota himpunan X ke tepat satu anggota Y 
himpunan Y. 

Pilih salah satu pondasi sebagai titik yang , , 
akan didekati. Lihat pada Gambar 10.5 B. Kita Gambar 10.6 Pemetaan 


anggap garis pemisah pada persambungan 
kedua blok badan jembatan sebagai ilustrasi x £ c. 


PIN 


Menurut kamu, apakah kedua blok badan jembatan tersebut mempunyai limit 
pada garis persambungan tersebut? Berikanlah komentar kamu! Diskusikanlah 
komentar kamu tersebut dengan teman kelompok dan gurumu! 
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Berdasarkan masalah dan contoh di atas, kita tetapkan pengertian limit fungsi, 
sebagai berikut. 


va 
hy. befinisi 10.1 


Misalkan f sebuah fungsi f: R — R dan misalkan L dan c bilangan real. 
limf(x) —L jika dan hanya jika fx) mendekati L untuk semua x mendekati c. 


Catatan: 
lim f(x) — L dibaca limit fungsi f(x) untuk x mendekati c sama dengan L. 


Kita menyatakan bahwa f mendekati L ketika x mendekati c yang terdefinisi pada 
selang/interval yang memuat c kecuali mungkin di c sendiri. 

Seperti yang telah dijelaskan di awal bab ini, sebuah pengamatan pada 
permasalahan akan melahirkan pengertian dan konsep umum. Tetapi ada baiknya kita 
harus menguji kembali konsep tersebut. Mari kita amati kembali konsep limit fungsi 
tersebut dengan mengambil strategi numerik, dengan langkah-langkah pengamatan 
sebagai berikut. 

1.  Tentukanlah titik-titik x yang mendekati c dari kiri dan kanan! 

2. Hitung nilai f(x) untuk setiap nilai x yang diberikan? 

3. Kemudian amatilah nilai-nilai fx) dari kiri dan kanan. 

4. Ada atau tidakkah suatu nilai pendekatan f(x) pada saat x mendekati c tersebut? 


@ Contoh 0-1 


Misalkan fungsi fx) -x #1 untuk x e R. Kita menentukan x mendekati 2, kemudian 
kita tentukan nilai y oleh fungsi y — fix) pada tabel berikut. Kemudian amatilah tabel 
berikut. 


Tabel 10.3 Nilai fungsi fx) 5 x #1 pada saat x mendekati 2 


Ixlajasjarjasjaso|rsoo|.. J2 |.. j2oo1|2o1 jan |asjarfa | 


Iv 2 jasjarjasj2sojaseo|.. |? |... (aoorfsor st |as far fa | 


Apakah pengamatanmu? Perhatikanlah tabel tersebut. Kita dapat memberikan 
beberapa pengamatan sebagai berikut. 
6 Ada banyak bilangan real yang dapat ditentukan 


Menurut kamu, apa yang 
terjadi jika y hanya mendekati 


yang mendekati 2. dari sebelah kiri atau kanan 
6 Setiap titik x mempunyai peta di y oleh fungsi | saja? Apakah ada fungsi 
yang diberikan. yang demikian 


#6 Setiap peta x juga mendekati peta 2. 
6 Tampak bahwa pendekatan ada dari kiri dan kanan tabel. 
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Perhatikan sketsa berikut: 


Ko) -—xt1 


Gambar 10.7 Grafik Fungsi fx) - x #1 


Secara matematika, fungsi fx) - x #1 mendekati 3 pada saat x mendekati 2 dapat 
dituliskan sebagai berikut. 
lim(x # 1) —3 
Bagaimanakah jika f(x) tidak terdefinisi pada titik x #1? Perhatikan contoh 
berikut ini! 


@lContohM0:2 


2. 2. . 
Ha untuk x e R, x # 1. Misal se en 
x—1 x— x— 

untuk x # 1. Nilai-nilai pendekatan ftx) untuk nilai-nilai x yang mendekati 1 dapat 
dilihat pada tabel berikut. 


41 


Jika fungsi fx) - 


Tabel 10.4 Nilai fungsi y - f(x) mendekati 2, pada saat x mendekati 1 


Ix|ojosjorosjosejosoof... Pap... Proorfaor aras jar | 2 | 


Iya lisfirjasjasofrsoo|.. |? |. (2oo1f2o1 jan Jasjarf3 | 


Berdasarkan nilai tabel di atas, dapat dilihat nilai f(x) akan mendekati 2 pada saat 
x mendekati 1. Secara geometri dapat diperlihatkan sebagai berikut. 
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Perhatikanlah gambar di samping! 

Coba diskusikan kembali dengan temanmu, 
apa maksud dari gambar bulatan kosong 
pada kurva fungsi pada saat x - 1? 


Gambar 10.8 Grafik fungsi fx) 


2 
: : —1 3 
Secara matematika, fungsi f(x) - — -x-4#1 dengan x # 1 akan mendekati 2 
Xx — 


pada saat x mendekati 1 dituliskan sebagai berikut. 


Coba kamu diskusikan kasus berikut! 

Ajaklah temanmu memperhatikan dan mengamati beberapa gambar berikut! 
Gambar manakah yang menunjukkan bentuk fungsi yang mempunyai limit pada 
saat x mendekati c? Jelaskanlah jawabanmu? 


Gambar 10.9 Grafik fungsi fx) terkait limit 
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@.ContohM10:3, 


Perhatikan fungsi berikut: 
x jika x&1 


so 


x4#1 jika x»1 


Jika y — fx) maka nilai-nilai pendekatan f(x) untuk nilai-nilai x mendekati 1 
dapat dilihat pada tabel berikut. 


Tabel 10.5 Nilai fungsi y - fx) mendekati 2, pada saat x mendekati 1 


Ixojosjor jos josejoseo|.. Pa |. Proorrorfan jasa 2 | 
Iv ojo2sjoasjoer fosejosos|.. |? |. I2oonfaorfan jas ja7f3 | 


Berdasarkan tabel di atas, fix) akan mendekati 1 pada saat x mendekati 1 
dari kiri sementara f(x) mendekati 2 pada saat x mendekati 1 dari kanan. Hal ini 
mengakibatkan fx) tidak mempunyai limit pada saat x mendekati 1. Secara geometri 
dapat diperlihatkan sebagai berikut. 


fo) —x41 


Gambar 10.10 Grafik fungsi fx) 
Dengan demikian fungsi f(x) - tidak memiliki limit di titik 


jika x&1 
x51. 


x4#1 jika x»1 


“ Menurut kamu, mengapa fungsi di atas tidak memiliki limit di x — 1? Dapatkah 
kamu berikan contoh lain untuk fungsi yang tidak memiliki limit di titik tertentu? 
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2. Sifat-Sifat Limit Fungsi 


Perhatikan kembali beberapa contoh berikut. Kita akan mencoba mengamati 
sifat-sifat limit fungsi pada beberapa contoh dan tabel nilai-nilainya. 


@lContoh(10:4 


Jika fx) — 2 maka nilai pendekatan f(x) pada saat x mendekati 1 dapat ditunjukkan 
pada tabel berikut. Diberikan beberapa nilai-nilai x yang mendekati 1. 


Tabel 10.6 Nilai pendekatan f(x) - 2, pada saat x mendekati 1 


Ixolo2zjosjosjosejoses|.. ja |.. (roo1| tor jan Jas |rs| 2 | 


sl2al2aleleaj2 j2 |. Iel-. | 2 j2 la j2 jalal 


Apa yang kamu peroleh dari Tabel 10.6? 


Kita dapat mengamati pergerakan nilai-nilai x dan flx) pada tabel tersebut, jika 
x mendekati 1 dari kiri dan kanan maka nilai y akan mendekati 2 dari kiri dan kanan. 
Hal ini dapat kita tuliskan secara matematika, dengan, 


@.ContohM10:5, 


Jika f(x) — x maka nilai pendekatan flx) pada saat x mendekati 1 dapat ditunjukkan 
pada tabel berikut. 


Tabel 10.7 Nilai pendekatan f(x) - x, pada saat x mendekati 1 


Ix|ojo2zjosjosjosejosoof.. Pap... Proorfaor jan fasjas| 2 | 


Iyolo2zjosjosjosejosee|.. |? |. (too1fto1 jan Jas jie 2 | 


Kita dapat mengamati pergerakan nilai-nilai x dan f(x) pada tabel tersebut. 
Perhatikanlah, jika x mendekati 1 dari kiri dan kanan maka nilai y akan mendekati 2 
dari kiri dan kanan. Hal ini dapat ditulis secara matematika, dengan, 


“Dapatkah kamu menunjukkan kembali nilai limit fungsi tersebut dengan gambar? 


Berdasarkan (1) dan (2) secara induktif diperoleh sifat berikut. 
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Misalkan f suatu fungsi dengan f: R — R dan L, c bilangan real. 
lim f(x) -L jika dan hanya jika lim 7 ) -L- lim fx) 


@lContohH10:6, 


Jika flx) — x? maka nilai pendekatan f(x) pada saat x mendekati 1 dapat ditunjukkan 
pada tabel berikut. 


Tabel 10.8 Nilai pendekatan f(x) - x? pada saat x mendekati 1 


Ixjojo2jos|os josejoseo|... |1|.. Itoo1|norf ai jas Jas 2 | 


5 To foosfoasfoerfoseloso (Del T2oo femenanfesjaaa fa 


Nilai pendekatan f(x) pada saat x mendekati 1 adalah 1. 
Berdasarkan Tabel 10.8, lim. , — 1, maka 


2 xl 


limx?' — limx xx 


x—1 x—1 


lim xx limx 


x— x—1 
—-1x1 
51 


@1Contoh10:7, 


Jika flx) — 2x? maka nilai pendekatan flx) pada saat x mendekati 1 dapat ditunjukkan 
pada tabel berikut. 


Tabel 10.9 Nilai pendekatan f(x) - 2x? pada saat x mendekati 1 


Ixjojo2jos|os josejoseo|... |1|.. Itoo1|aor| ii Jas Jas 2 | 


Iv lojoos|os |te2|tse| 100 |... |2|.. |200f2oa|242| 2 | 2 | 2 | 


Berdasarkan Tabel 10.9, tim. - 1, maka 


lim2x?' — lim2xxxx 


x—l x—l 
— lm?2x limxx limx 
x—l x—l x—l 


-2xlxil 
- 2 
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@1Contoh10:8, 


1. Jika flx) — 2x'4 2x maka nilai pendekatan f(x) pada saat x mendekati 1 dapat 
ditunjukkan pada tabel berikut. 


Tabel 10.10 Nilai pendekatan fx) — 2x?'- 2x pada saat x mendekati 1 


Deo Jos Jos Joseposeer. TI. pon organ as 


Iyo|15/342/300|400|... |? |... | 400 |406462/7,5 |12,01 


Berdasarkan Contoh 10.7 dan Tabel 10.8 diperoleh lim2x' 52 dan lim.x 5 1, maka 
lim2x' #lim2x — Jim2x?' #-lim2x 
"3 sal xx xl 

5 242 

5 4 


@.ContohM10:9, 


Jika f0) — 


aa maka nilai pendekatan f(x) pada saat x mendekati 1 dapat ditun- 
1“ —x 


jukkan pada tabel berikut. 


Tabel 10.11 Nilai pendekatan fix) — pada saat x mendekati 1 


2x 


aa Na Nai 


Iv I-25I7tajarejo2e| 201)... |? |... | 1,99 jasa |1,52 jo |o,3e | 


5 P 2 
Berdasarkan tabel di atas, lim A — 2 atau 

. X5 — Xx 

lim 2 
lim — 2 —.— 
AM 2x —x lim2x —x 

x—l 
lim2 


x— 


lim2x' —limx 


x—1 x—l 


2-1 
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Perhatikanlah sifat-sifat limit fungsi berikut: 


Misalkan f dan g adalah fungsi yang mempunyai nilai limit pada x mendekati c, 
dengan k dan c adalah bilangan real serta n adalah bilangan bulat positif. 


timt4/ (01 -k| Tim (6) | 
tim769)260J-| im || timgco | 


im) -260J-|tim 160 (-|tim 00 | 


XS ALI 


tim-tim f6) fx tim goo | 


li 
in| L0 - SA dengan lim g(x) #0 
x—c g(x) lim gx) x—»c 


n 


limpcof 5 imo | 


lim If) — flim /(x), asalkan lim f(x) » 0 bilamana h genap 


Sebuah bidang logam dipanaskan di bagian tengah dan memuai sehingga mengalami 


pertambahan luas sebagai fungsi waktu f4) — 0,252 4 0,5t (cm). Kecepatan perubahan 
pertambahan luas bidang tersebut pada saat f — 5 menit adalah ... 


Penyelesaian 


Kecepatan perubahan pertambahan luas adalah besar pertambahan luas dibandingkan 
dengan besar selisih waktu. 


| 340 Buku Matematika Siswa SMA/MA/SMK/MAK Kelas X 


Perhatikan tabel! 
Tabel 10.12 Nilai pendekatan pada saat t mendekati 5 


Pe —“—e ce —— 
s—Toooo —To TI ”— 
se — —ba33—p3 


Dengan melihat tabel di atas, pada saat f mendekati 5 maka At mendekati 0 dan f1) 
akan mendekati 3 (cm?/menit). 


Alternatif Penyelesaian lainnya 
JW — 0,252 4 0,51 
IS) 5 0,255) 4 0,5(5) — 8,75 
2 — 
fin 1@0-f 3) da (0,251 4 0,51) — f(5) 
55 4-5 155 tr 
. 0,251 4 0,5t—8,75 
- 'm—- 
t53 1-5 
..0,5(0,51? tt —17,5) 
m 


- li 
155 1-5 


Na Ta 


tim 025(0,51 43,54—5) 


t55 #55 
— tim 0,5(0,5t 43,5) 
- 0,5(0,5x543,5) 
- 3 


“Jika t diganti menjadi t— 5, maka dapatkah kamu menunjukkan kembali proses 
limit di atas? 


3. Menentukan Limit Fungsi 


Pada bagian ini, kita akan menentukan limit secara numerik, memfaktorkan, dan 
perkalian sekawan. Coba kita pelajari permasalahan yang dihadapi oleh grup diskusi 
berikut. 

Lina dan Wati adalah teman satu kelompok belajar di kelasnya. Suatu hari 
mereka mendapat tugas dari guru untuk menggambar beberapa grafik fungsi dengan 
mencari sebanyak mungkin titik-titik yang dilalui fungsi tersebut. Pada saat mereka 
menentukan beberapa nilai di daerah asalnya, mereka mendapatkan kesulitan untuk 
menentukan nilai di daerah hasilnya, sebagai berikut: 


4 
1. Untuk fx) — - 2! , mereka sulit mendapatkan nilai fungsi untuk x — 1 dan 
xXx — 
x 5— 1 karena jika disubstitusi nilai 1 atau —1 ke fungsi, nilai f1) — . dan 
0 
21 pe —, 
ie 
1 1 
2. Untuk fx) - ——-————, mereka sulit mendapatkan nilai fungsi untuk 
ANX LA xx 44 


x — 0 karena jika nilai 0 disubstitusi juga ke fungsi maka mereka memperoleh 
NO) 5 o— oo. 
Menurut kamu, apakah penyebab permasalahan mereka? 


Jika kita pelajari lebih teliti, Lina dan Wati sedang menghadapi permasalahan bentuk 
tak tentu suatu limit. Coba kita tampilkan kembali sifat suatu limit. Misalkan f suatu 
fungsi dengan f/: R — R dan L, c bilangan real, lim f (-c) - L jika dan hanya jika 
lim /(x)-L- lim f(x). — 
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Nilai L yang kita maksud adalah bentuk tentu limit. Jadi, jika kita substitusikan nilai 


c ke fungsi flx) sehingga flc) adalah bentuk-bentuk tak tentu seperti 5 2 , 0 — oo, 
loe) 


09, 00”, dan lain-lain maka bentuk tersebut gagal menjadi nilai limit fungsi tersebut. 

Oleh karena itu, misi kita dalam limit fungsi adalah mencari bentuk tentu dari limit 

fungsi, dengan pengamatan berikut: 

1. Substitusikan x — c ke fungsi sehingga diperoleh fc) -L. 

2. Jika L merupakan salah satu bentuk tak tentu maka kita harus mencari bentuk 
tentu limit fungsi tersebut dengan memilih strategi: mencari beberapa titik 
pendekatan (numerik), memfaktorkan, perkalian sekawan, dll. 


Ingat: lx — a sekawan dengan lx ta, 


Perhatikan beberapa contoh soal dan penyelesaian berikut. 


@ContohMO-1A 


2 Pa 
Tentukanlah nilai Mens 
x52 KT — 4 
Cara I (Numerik) 
Kk 


2 


Jika y — 7m maka pendekatan nilai fungsi pada saatx mendekati 2 ditunjukkan 
x 


pada tabel berikut: 


“3x42 
Tabel 10.13 Nilai pendekatan fx)- Aa 


pada saat x mendekati 2 


Dengan melihat tabel di atas, jika x mendekati 2, maka y — fix) akan mendekati 0,25. 


Cara II (Faktorisasi) 
"3x2 2) 5 

Perhatikan bahwa ftx) — n— 2 dapat kita ubah menjadi fx) — 2x) 

sehingga: x -4 (x-27(x42) 


Tim x—3xt2 2 diam (x—2)(x —1) Dapatkah anda meneliti untuk 
an TAM 152 (x-—29x42) mendapatkan metode yang 
lain untuk menyelesaikan 

2 ian (x-1) kaan permasalahan limit fungsi 


152 (x42) tesebut. 
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@Contoh110:12) 
NY 4x1 2x45 


Tentukanlah nilai Tim 


x r2 
Cara I (Numerik) 
Ye LI 142x435 
Misalkan y — 2. 3 . Pendekatan nilai fungsi pada saat x mendekati 2 


xt2 
ditunjukkan pada tabel berikut: 


2 
Tabel 10.14 Nilai pendekatan fx) - “VX tX-1-V2Xt9 bada saat x mende- 


kati —2 X42 


Dengan melihat tabel di atas, jika nilai x mendekati —2 maka y — flx) akan mende- 
kati —2,5 


Cara II (Perkalian sekawan) 


Jr px 215 


x4t2 


bentuk sekawan dari (Va Pe IA 5) sehingga: 


tim Jr 4x—1 2x45 fin NY bg 2x5 Wa tx 243 
ii xt2 Li xt2 Vx 4x—142x45 
lim (2 4x1) - (2x45) 


jt (2 #-x-l 1“2x15) 
lim aa 


Hi (2 #-x-—l 42115) 
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Perhatikan bahwa y — dapat kita ubah dengan mengalikan 


(x—37(x #2) 


- im ——— 
13 (2 VP Ty 42145) 


li 53) karena x £ —2 
—- lim - 
#1 (ve tx -—14/2x-4 5) 
2 
2 
5 —2,5 
ad 3 
Tentukanlah lim — dan lim —— . 
xx —1 x—lx —1 
3 5 aa | 0 0 : P 
Jika f(x) — — A maka f(1) — FP Z-1)- Fs Karena kita harus mencari bentuk tentu 
Ne 


limit fungsi tersebut pada saat x mendekati 1 dan —1. 


Cara I (Numerik) 
4 — 
Misalkan y — f(x) - sa . Pendekatan nilai fungsi pada saat x mendekati 1 dan —1 


25 
ditunjukkan pada tabel berikut: 


4 
x 
2 


—1 
Tabel 10.15 Nilai pendekatan f(x) - 1 pada saat x mendekati 1 


p sa 


AN AA KA NIK KEK 


PAKA KA KA RI ANA KIE 
4 
—1 
Tabel 10.16 Nilai pendekatan /(x) — si 


pada saat x mendekati —1 
- 


KAA APIP 
bee en lese Tao De aoo Pase Dasi Tree as 
Dengan melihat tabel-tabel di atas, jika nilai x mendekati 1 maka y — f(x) akan 
mendekati 2 dan jika nilai x mendekati —1 maka y — fix) akan mendekati 2. 


Cara II (Faktorisasi) 

x 1 | Ta (2 41(x41)(e-1) 
Perhatikanbahwa / (x) - 5—— dapatkitaubah menjadi f(x) - 
sehingga: 2 (e41)(x-1) 
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(es 41)(x41)(x-1) 


5 Xx — 2 
Pn Pa rasi (x#1)(x-—1) xl Karena Nana eta 
- limx” 41 
- tim P4 
- 2 
dan 
4. 241) x#1)fx—1 
lim ai jm 14106-1) (Karena x #1 danx# 1x40) 
DALX 5 x x—- (x#1)(x-1) 
— lim x 41 — 
PI 2 
— Tim (-1) 451) 
- 2 


Tentukanlah lim ! 


1 
D0 xx 4-4 xx 44 


Cara I (Numerik) 


1 1 
XV #4 xx 44 


kati 0 ditunjukkan pada tabel berikut: 


Misalkan y - . Pendekatan nilai fungsi pada saat x mende- 


Tabel 10.17 Nilai pendekatan f (x) - : L 


pada saat x mendekati 0 


XVX 4 xx 44 
PA NAN AI LA KEL 


Ly I-oos|-oos |-007 |-—007 |—ooe |... |? |... | 006 | —00e | 000 |-005| -002 | 


Dengan melihat tabel di atas, jika nilai x semakin mendekati 0 maka y — f(x) akan 
semakin mendekati —0,06. 


Cara II (Faktorisasi) 


Fungsi 469 1 1 An Vx 44 Nx44 
ungsi fx) — apat kita ubah menjadi fx) — 

“ xxx 44 -: : K (2 44)(x44) 
sehingga: 
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1 1 H Nx 44 -—x44 


Tie ——  ——— “ IS mn 
20x ay P Ay (2 -4/(xt4) 


1 Hail 


2 
x Hal (Sifat-10.2) 


x—0 x 


ui x 0x44 xtA 


Ka 5 


| 


E 24-11 2 
| 
| 


: x—1 
PT 44744) Al BAL —| 
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Uji Kompetensi 10.1 


Pilihlah strategi pendekatan atau 
numerik untuk menentukan limit 
fungsi pada soal no. 1 sampai no. 5. 
Kemudian kamu pilih strategi lain dan 
membandingkan jawaban kamu dengan 
jawaban kamu pada strategi sebelumnya. 


2 
Is Td TA Ah 
A1 2x—2 
A. 2 D. 1 
B. —1 E 
C. 0 
3 2 
2 fa 
x»2 x —4 
AL 2 D. 1 
PA Ff. 2 
cC. 0 


3 Ia | ! ! J- 
“——myx ll WVarel Jxt3) 


A. —»2 D. 2 
B3 B3 
8 8 

Cc. 0 

. N2x42 -—Nxt3 
4. lim 7 2. 

x—l ta 51 

A. —»2 D. 1 

B. -1 E 

Cc. 0 
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Jr xl 5 2g 3 


5. lim 
“2d lx43-—2 
A. »2 D. 2 
Bt r & 
8 8 
C. 0 


Selesaikanlah permasalahan berikut. 


6. Sketsalah dan analisislah limit 
fungsi di x ——1 danx— 1. 


JO 


3 


Pd jika x»1 

x—1 

2x41 jika -—ISxsl1 
V2x43-—Yx4#2 .. 
aa jika xc- 

X4 


7. Sebuah garis y—2x—3 — | menying- 
gung kurva y -x' 4x42. 


a. 


Coba kamu tunjukkan 
koordinat pendekatan kedua 
kurva (titik singgung). Gunakan 
strategi numerik untuk 
mendapatkannya! 

Carilah metode lain untuk 
mendapatkan titik singgung ter- 
sebut! 

Sketsalah permasalahan ter- 
sebut! 


8. Tentukan limit fungsi berikut dengan 
menggunakan dua atau lebih metode 
penyelesaian! Bandingkan jawaban 
yang anda peroleh! 


a. Jikaflx)-3x' makatentukanlah 9. Tentukanlah nilai limit fungsi 
tim (et2h)- f(x) m- lx — 2 
h—0 h Ya? an 14 
b. Jikafx)— 3x? maka tentukanlah nakan numerik dan perkalian seka- 
f(x t2h)- f (x—2h) wan pada saat x mendekati 2. 


dengan menggu- 


lim 
150 h 


5 . 2013 
c. Jikaftx)- 3x? maka tentukanlah na Ie — «| a11 


. Sflx—4h)-f(x42h 
timZ(54h)- f(x 2h) aa jig (R0) 


mi: 
ku 3h x—52013 


x—2013 


Projek 


Himpun informasi penerapan limit fungsi dalam bidang teknik, masalah 
nyata, fisika, dan teknologi informasi. Rancanglah minimal dua masalah 
terkait informasi yang kamu peroleh dan buatlah pemecahannya. Buat laporan 
hasil kerja kelompokmu, dan sajikan di depan kelas. 
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»$ PENUTUP 


Setelah kita membahas materi limit ini, terdapat beberapa hal penting yang 


menjadi kesimpulan dari hasil penemuan berbagai konsep dan aturan tentang limit, 
disajikan sebagai berikut. 


1. 
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Penentuan limit suatu fungsi di suatu titik c, sangat bergantung pada kedudukan 
titik c dan daerah asal fungsi tersebut. Dalam pembahasan limit fungsi pada buku 
ini, yang menjadi daerah asal fungsi adalah himpunan bilangan real di mana 
fungsi tersebut terdefinisi. 


Sebuah fungsi f dikatakan mempunyai limit di titik c jika dan hanya jika nilai 
fungsi untuk x dari kiri dan kanan menuju ke bilangan yang sama. 

Suatu fungsi f/ mempunyai limit di titik c, apabila limit kiri sama dengan limit 
kanan fungsi di titik c. 

Tidak semua fungsi mempunyai limit di titik c. Titik c tidak harus anggota daerah 
asal fungsi, tetapi c bilangan real. 


Misalkan f sebuah fungsi yang terdefinisi pada himpunan bilangan real dan c dan 
L adalah bilangan real, fungsi f/ mendekati L pada saat x mendekati c dapat kita 
tuliskan dengan: 


lim /W)-L 


Misalkan flx), g(x) adalah fungsi yang mempunyai nilai limit pada x mendekati 
c, dengan k dan c adalah bilangan real serta hn adalah bilangan bulat positif. 
a. Tim kk 


b. limx—-c 
timtkf C1 k| lim /60) | 
d.Tim(/0 4801 tim 100 jl tim 00 | 


S 


0 


lim| #69 -g69)- im yoo | Ti img) | 


xD 


-» 


limL/(9x 3 01-| tim 400 (xI timeoo | 


| 
im A00 - 2 dengan lim g(x) #0 
seal Dima) Se 


h. Imlyoh -iim/(of 
i. limx/ fx) — #/lim f(x), asalkan lim Sf(x)5 0 bilamana n genap 


7. Selanjutnya kita akan membahas tentang materi statistika. Materi prasyarat 
yang harus kamu kuasai adalah himpunan, fungsi, operasi hitung bilangan, dan 
pengukuran. Hal ini sangat berguna dalam penentuan nilai rata-rata, median, 
modus, guartil, standar deviasi, dan sebagainya. Pada jenjang yang lebih tinggi, 
kamu harus menguasai tentang fungsi, limit fungsi, dan fungsi yang kontinu 
sebagai prasyarat untuk mempelajari statistik. Semua apa yang kamu sudah 
pelajari sangat berguna untuk melanjutkan bahasan berikutnya dan seluruh 
konsep dan aturan-aturan matematika dibangun dari situasi nyata dan diterapkan 
dalam pemecahan masalah kehidupan. 
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